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Resumo: O presente estudo procura compreender os processos de raciocínio usados por um aluno do 10.º 
ano do ensino secundário na resolução de problemas e em tarefas de exploração e de investigação, com 
recurso à utilização da calculadora gráfica, no trabalho numa unidade de ensino sobre o tópico Funções. 
A metodologia usada é de natureza qualitativa, tendo por base o paradigma interpretativo, sendo a recolha 
de dados feita através de entrevistas ao aluno estudado (uma antes da unidade de ensino, outra depois), e 
de análise documental. Os resultados sugerem que os problemas contextualizados e as discussões e refle-
xões sobre as diversas tarefas contribuem para uma aprendizagem, com significado, das funções. As tare-
fas de exploração/investigação contribuem para desenvolver capacidades como a identificação de regula-
ridades e a formulação, teste e justificação de conjecturas. Os relatórios escritos e as apresentações orais 
contribuem para o desenvolvimento das capacidades de comunicar matematicamente e de justificar pro-
cessos, permitem a clarificação do pensamento intuitivo e alargam o tipo de estratégias dos alunos. Este 
estudo sugere, assim, que a resolução de problemas e a realização de tarefas de carácter investigativo, 
com recurso à calculadora gráfica, contribuem para o desenvolvimento do raciocínio matemático dos 
alunos. 
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1. Introdução 

 
O desenvolvimento do raciocínio matemático é essencial para a compreensão dos objec-

tos e das relações abstractas que estão na base da Matemática. É também imprescindível 

para o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, de modo a fazer face às 

exigências da sociedade em que vivemos e que se encontra em constante mudança, pelo 

desenvolvimento científico e tecnológico.  

Isso mesmo é reconhecido pela generalidade dos documentos curriculares relati-

vos ao ensino da Matemática. Por exemplo, para o NCTM (2007), “ser capaz de racio-

cinar é essencial para a compreensão da Matemática” (p. 61). As normas para o desen-

volvimento do Raciocínio e Demonstração incluem: (i) reconhecer o raciocínio e a 

demonstração como aspectos fundamentais da Matemática; (ii) formular e investigar 

conjecturas matemáticas; (iii) desenvolver e avaliar argumentos e provas matemáticas; e 

(iv) seleccionar e usar diversos tipos de raciocínio e métodos de demonstração. 
                                                 
1 Trabalho realizado no âmbito do Projecto IMLNA – Improving Mathematics Learning in Numbers and Alge-
bra, apoiado pela FCT – Fundação para a Ciência e Tecnologia ao abrigo do contrato PTDC/CED/65448/2006. 
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Em Portugal, o programa do 10.º ano de Matemática A (ME, 2001) sublinha a 

importância do desenvolvimento do raciocínio e do pensamento científico por parte dos 

alunos, descobrindo relações entre conceitos, justificando processos de resolução, enca-

deando raciocínios, validando conjecturas e formulando generalizações. Este programa 

refere explicitamente que “no estudo das famílias de funções os estudantes podem reali-

zar pequenas investigações” (ME, 2001, p. 29) e que estas actividades facilitam a 

aprendizagem, reforçando a capacidade de raciocinar logicamente, “pelas oportunidades 

de formular e testar conjecturas e analisar contra-exemplos, de avaliar a validade de 

raciocínios e de construir demonstrações” (p. 22). 

Mais recentemente, o novo programa de Matemática do ensino básico (ME, 

2007) também enfatiza o raciocínio matemático, indicando-o (a par da resolução de 

problemas e da comunicação matemática) como uma das capacidades transversais para 

a aprendizagem desta disciplina. Segundo este programa, o raciocínio matemático 

envolve a formulação e o teste de conjecturas, a construção de cadeias argumentativas e 

a demonstração. O programa refere que os alunos “devem compreender o que é uma 

generalização, um caso particular e um contra-exemplo” (ME, 2007, p. 8) e “ser capazes 

de distinguir entre raciocínio indutivo e dedutivo e reconhecer diferentes métodos de 

demonstração” (idem, p. 8). Refere, ainda, que para desenvolver a capacidade de racio-

cinar matematicamente devem ser propostas “experiências que proporcionem aos alunos 

oportunidades que estimulem o seu pensamento” (idem, p. 30). 

Desta forma, o estudo a que se refere este artigo tem por objectivo compreender 

os processos de raciocínio usados por alunos do 10.º ano do ensino secundário na reso-

lução de problemas e em tarefas de exploração e de investigação no trabalho numa uni-

dade de ensino sobre o tópico Funções com recurso à utilização da calculadora gráfica. 

O estudo incidiu nas seguintes questões de investigação:  

 
a)  Que processos de raciocínio usam e que dificuldades manifestam os 

alunos na resolução de problemas e na realização de tarefas de explo-
ração/investigação, envolvendo regularidades, relações e funções, 
antes, durante e depois da unidade de ensino? 

b)  Os processos de raciocínio usados pelos alunos no fim da unidade de 
ensino têm relação com as experiências de aprendizagem realizadas 
durante a unidade? 

 

Atendendo à complexidade dos processos envolvidos, optamos por centrar a 

atenção num único aluno, que é objecto de um estudo de caso. 
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2. Representações e raciocínio matemático  

 

O papel das diferentes representações na aprendizagem das funções. Os diver-

sos tipos de representação têm vindo a ocupar uma importância crescente na literatura 

da Didáctica da Matemática. Em particular, tem merecido crescente aceitação a ideia de 

que o conceito de função, para ser globalmente compreendido pelos alunos, deve ser 

trabalhado através das suas diferentes representações.  

Segundo o NCTM (2007), “o termo representação refere-se tanto ao processo 

como ao resultado – por outras palavras, à aquisição de um conceito ou de uma relação 

matemática expressa numa determinada forma e à forma, em si mesma” (p. 75). Este 

documento acentua a importância da utilização de múltiplas representações na aprendi-

zagem da Matemática, referindo, em particular que “a representação é predominante na 

Álgebra. Os gráficos transmitem certos tipos de informação visual, enquanto que as 

expressões simbólicas poderão ser mais facilmente manipuladas, analisadas e transfor-

madas” (p. 422). Indica também que as representações facilitam o raciocínio e consti-

tuem ferramentas essenciais para as demonstrações, enfatizando a ideia que representa-

ções diferentes apoiam diferentes formas de pensar e manipular objectos matemáticos. 

Kaput (1989) refere que o problema dos alunos na aprendizagem da Álgebra 

reside na sua dificuldade nos procedimentos com os símbolos algébricos e na falta de 

ligação destes com outras representações. Assim, defende que a construção do conhe-

cimento matemático apoia-se na tradução entre sistemas de representação matemáticos, 

sendo essencial que exista um conhecimento sólido sobre cada forma de representação. 

Pelo seu lado, Duval (2006) refere que o funcionamento cognitivo da mente 

humana é inseparável de uma variedade de registos semióticos de representações e, por 

isso, considera ser impossível aprender as noções matemáticas sem recorrer às represen-

tações. Na sua perspectiva, é a diversidade das representações que dá significado a um 

objecto matemático, desde que cada representação represente e descreva diferentes 

aspectos do objecto (Duval, 2002). As várias representações de funções apontam para 

aspectos diferentes do conceito, que, em conjunto, contribuem para uma representação 

global, razão pela qual a conversão entre as diferentes representações tem um papel 

determinante na compreensão e interpretação das funções. Segundo este autor, uma das 

maiores dificuldades da aprendizagem da Matemática é a passagem de informação de 

uma representação para outra, e esta dificuldade é provocada pela heterogeneidade 
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semiótica. Considera, por consequência, que o processo de ensino-aprendizagem deve 

dar ênfase ao estudo das conversões entre representações, permitindo a descomparti-

mentação de registos que constitui uma das condições para acesso à compreensão dos 

conceitos, em particular do conceito de função.  

O problema da compartimentação dos processos de pensamento dos alunos foi 

explorado num estudo realizado por Elia, Panaoura, Eracleous e Gagatsis (2006). Estes 

autores debruçaram-se sobre a aptidão dos alunos do ensino secundário na construção 

de definições do conceito de função, na identificação de funções nas suas diferentes 

formas de representação e na resolução de problemas envolvendo funções. Procuraram, 

também, examinar as inter-relações entre diferentes modos de trabalhar com o conceito 

de função (gráficos, diagramas de setas e expressões algébricas). Os resultados revela-

ram as dificuldades dos alunos em dar uma definição própria do conceito de função, 

assim como na resolução de problemas com funções envolvendo conversões entre 

diversos modos de representação. Os autores interpretam estes resultados como indi-

cando que os alunos vêem nas diferentes representações de uma função objectos mate-

máticos distintos e autónomos e não diferentes modos de expressar o mesmo objecto. 

Confirmam, desta forma, o fenómeno da compartimentação, dado que a maioria das 

representações de funções permanecia compartimentada e o pensamento matemático era 

fragmentário e monoregistal (na terminologia de Duval, 2002). 

Pelo seu lado, Even (1998) realizou um estudo com alunos do ensino superior, 

no qual mostra que o conhecimento sobre diferentes representações de funções não é 

independente, mas sim interrelacionado com conhecimentos sobre as funções, o contex-

to apresentado e as noções subjacentes. Neste estudo foram diagnosticadas dificuldades 

nos alunos em relacionar diferentes representações de funções, nomeadamente no que se 

refere à falta de familiarização com o papel dos parâmetros em diferentes representa-

ções de famílias de funções, incluindo famílias de funções que conheciam, como as fun-

ções quadráticas. Os resultados sugerem que, para uma melhor compreensão das rela-

ções entre as representações gráfica e algébrica, os alunos devem analisar a representa-

ção gráfica de uma forma global e não apenas algumas propriedades locais. Sugerem, 

ainda, que a capacidade para identificar e representar o mesmo objecto em diferentes 

representações, movendo-se de forma flexível de uma representação para outra, desen-

volve uma compreensão conceptual que fortalece a capacidade para resolver problemas.  

A importância da articulação coerente das diferentes representações para a com-

preensão do conceito de função é sublinhada por Hitt (1998). Este autor mostra que os 
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alunos do ensino secundário revelam dificuldades em articular algumas representações 

de funções, também os próprios professores de Matemática têm problemas em preservar 

significados num determinado contexto, na tradução de uma representação para outra. 

Por exemplo, na interpretação de gráficos num contexto ou na tradução de um contexto 

para a sua representação gráfica, os professores não conseguiram articular coerentemen-

te os vários sistemas de representação envolvidos.  

A importância das representações na aprendizagem do conceito de função é 

igualmente estudada por Kieran (2001) que explora o discurso e as circunstâncias em 

que ocorre a evolução do pensamento matemático, quando os alunos trabalham aos 

pares na resolução de tarefas, envolvendo a interpretação e a resolução de problemas 

gráficos com funções racionais. Ao analisar a interacção discursiva, social e individual, 

dos alunos, a autora conclui que estes, perante novas situações problemáticas, revelam 

algumas dificuldades na elaboração do seu pensamento emergente e na produção de 

representações (quer gráficas, quer simbólicas). Um outro estudo realizado por esta 

autora salienta a importância da representação gráfica na compreensão do conceito de 

função e refere que os alunos, através da visualização do gráfico de duas funções e dos 

seus pontos de intersecção, se tornam mais hábeis no estudo de funções lineares, 

nomeadamente no estudo do declive e da ordenada na origem, e conseguem fazer esti-

mativas para as soluções de equações do tipo 2x + 7 = 9x + 4 (Kieran, 2007). 

As representações gráficas de funções têm sido o foco de diversos estudos. Por 

exemplo, um estudo realizado por Ponte (1984) com alunos e futuros professores do 

ensino secundário sugere que a interpretação de gráficos cartesianos e relação das repre-

sentações gráfica e simbólica de funções podem ser fonte de muitas dificuldades para os 

alunos. Neste estudo foram identificadas algumas dificuldades dos alunos na leitura, 

construção e interpretação de gráficos, nomeadamente no que diz respeito ao uso e 

construção de escalas, à estimação de valores da função para determinados objectos, à 

representação da variação e à interpretação e discussão de relações funcionais. O autor 

verificou, ainda, que os alunos apresentam dificuldades na identificação das variáveis 

envolvidas em algumas relações funcionais, chegando a confundi-las com a taxa de 

variação. 

Dois outros autores, Mevarech e Kramarsky (1997), realizaram um estudo com 

alunos do 8.º ano para analisar as suas concepções em relação à construção de gráficos. 

Esta análise permitiu identificar três tipos principais de concepções: (i) a construção de 

um gráfico inteiro como um único ponto; (ii) a construção de uma série de gráficos, que 
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representa cada um dos factores dados e pertinentes; e (iii) a conservação da forma de 

uma função crescente sob todas as condições. Além disso, identificaram os seguintes 

tipos de erros: (i) concepção de generalizações; (ii) ideias estereotipadas de gráfico; (iii) 

utilização de setas ou degraus para representar a direcção da covariação; e (iv) ligação 

de alguns pontos por linhas ou curvas. Os autores interpretam estes resultados como 

mostrando falta de ligação entre as representações verbal e gráfica (presentes nas tarefas 

propostas). 

Friedlander e Tabach (2001) descrevem as vantagens e desvantagens da utiliza-

ção de diversos tipos de representação na aprendizagem da Álgebra. Assim, a represen-

tação verbal é utilizada para apresentar um problema e revela-se de extrema utilidade 

para a interpretação das respostas, enfatizando a importância da comunicação verbal 

como ferramenta para a resolução de problemas. Contudo, a linguagem verbal pode ser 

ambígua e induzir a associações irrelevantes ou erradas, tornando-se num obstáculo na 

comunicação matemática. A representação numérica é, normalmente, utilizada como 

introdução a outro tipo de representação, sendo uma mais-valia para um primeiro con-

tacto com a interpretação de um problema e na investigação de casos particulares. No 

entanto, a falta de generalização pode ser uma desvantagem para a compreensão do pro-

blema no seu todo. A representação gráfica é essencial, na medida em que permite 

“retratar” uma função. O estudo dos gráficos é intuitivo e apela ao sentido visual dos 

alunos. As representações gráficas podem, no entanto, induzir interpretações erradas, 

uma vez que representam apenas uma parte do gráfico da função em estudo. Finalmen-

te, a representação algébrica é fundamental na representação de padrões e modelos 

matemáticos. A manipulação de objectos algébricos é, por vezes, o método mais eficaz 

para justificar ou demonstrar generalizações. Porém, o uso exclusivo de símbolos algé-

bricos pode criar obstáculos à compreensão dos significados matemáticos e provocar 

dificuldades na interpretação das respostas aos problemas. Segundo estes autores, tendo 

em conta que a utilização das diferentes representações apresenta vantagens e desvanta-

gens, estas devem ser usadas e combinadas de forma a propiciarem ferramentas eficazes 

para a aprendizagem dos objectos matemáticos, nomeadamente das funções. 

Concluímos, assim, que na aprendizagem das funções é fundamental proporcio-

nar aos alunos experiências de aprendizagem que promovam a manipulação de certas 

características das suas diferentes representações, por exemplo, os diferentes parâmetros 

na representação simbólica; ou a translação, dilatação, contracção e simetria da sua 

representação gráfica. No trabalho com as diferentes representações de funções, devem 
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ser propostas aos alunos tarefas que realcem a utilidade de cada representação. Depen-

dendo da informação que se procura poderá ser mais vantajoso utilizar uma tabela, um 

gráfico ou uma expressão algébrica, de modo a evidenciar as características que se pro-

curam. Para que os alunos compreendam o conceito de função na sua globalidade deve, 

ainda, ser enfatizada a conversão entre as suas diferentes representações. 

Raciocínio matemático. Pólya (1954) refere que a Matemática é o domínio do 

conhecimento em que se usa o raciocínio dedutivo, nomeadamente nas demonstrações 

matemáticas. No entanto, destaca igualmente a importância do raciocínio indutivo como 

um caso particular do raciocínio plausível que está presente na actividade criadora dos 

matemáticos. Para este autor, a indução está associada ao método experimental usado 

pelos cientistas, cuja primeira etapa é a observação, seguindo-se a formulação e o teste 

de conjecturas. Indica que, à medida que a conjectura resiste aos testes, torna-se mais 

credível, mas salienta que existe sempre a possibilidade da indução conduzir ao erro. 

Defende que os raciocínios dedutivo e indutivo são complementares, razão pela qual 

devem estar presentes na sala de aula e ser ensinados em paralelo. 

Analisando o raciocínio matemático de um ponto de vista essencialmente psico-

lógico, Sternberg (1999) refere que este requer não só pensamento analítico, mas tam-

bém pensamento criativo e prático. Na sua perspectiva, alguns dos processos metacog-

nitivos envolvidos no raciocínio matemático incluem: (i) a identificação da natureza do 

problema; (ii) a formulação de uma estratégia para resolver o problema; (iii) a represen-

tação mental do problema; (iv) a procura de recursos que conduzam à solução do pro-

blema; e (v) a verificação da solução.  

Para o NCTM (2007), o raciocínio matemático deve ser desenvolvido dando 

oportunidades aos alunos de explorar, investigar, representar, conjecturar, explicar e 

justificar matematicamente. Para este documento, os alunos desenvolvem o seu raciocí-

nio matemático, em particular o raciocínio indutivo e dedutivo, através dos processos de 

identificação de regularidades, formulação e verificação de conjecturas, generalização, 

justificação de propriedades, elaboração de cadeias de raciocínio e argumentação em 

defesa de um processo de resolução e demonstração. 

Russel (1999) define raciocínio como “aquilo que utilizamos para pensar sobre 

as propriedades dos objectos matemáticos e desenvolver generalizações que se apliquem 

a toda a classe de objectos” (p. 1). Esta autora aponta quatro aspectos do raciocínio 

matemático que ocorre nos primeiros anos de aprendizagem da Matemática: (i) respeita 

essencialmente ao desenvolvimento, justificação e uso de generalizações matemáticas; 
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(ii) conduz a uma cadeia de conhecimentos matemáticos num determinado domínio; 

(iii) o desenvolvimento de uma certa cadeia de compreensões matemáticas dá origem a 

uma “memória matemática”, por vezes designada por “sentido matemático”, e provi-

dencia as bases para a resolução de problemas matemáticos; e (iv) a ênfase no raciocínio 

matemático na sala de aula constitui o caminho para o desenvolvimento do conhecimen-

to matemático. 

Pelo seu lado, Fonseca (2000) analisou os processos matemáticos por utilizados 

por alunos do 10.º ano na realização de tarefas de investigação na aula de Matemática e, 

também, o discurso envolvido em aulas de investigação. Os resultados mostraram que 

os alunos utilizaram de uma forma idêntica os processos de especialização, procura de 

regularidades, formulação de conjecturas, verificação e generalização. Para a autora, o 

processo de formulação de conjecturas é aquele que surge com maior frequência e de 

uma forma mais espontânea, enquanto os processos de justificação e de demonstração 

são utilizados de formas distintas e estão menos presentes no trabalho dos alunos. Refe-

re ainda que existem diversos factores que podem influenciar a utilização de certos pro-

cessos, nomeadamente a natureza das tarefas, o material disponível, a interacção com os 

colegas e com o professor e o conhecimento ou experiência prévios. 

 

3. Metodologia 

 

Metodologia de investigação. A metodologia usada neste estudo é de natureza 

qualitativa, tendo por base o paradigma interpretativo e seguindo a modalidade de estu-

do de caso. Os participantes são alunos de uma turma do 10.º ano de escolaridade do 

Curso Científico-Humanístico de Ciências e Tecnologia. O presente artigo analisa os 

processos de raciocínio utilizados, antes e depois da unidade de ensino, por António, um 

aluno que revelou muito bom desempenho. Este aluno tem 15 anos, é natural de Lisboa 

e vive com os pais cujas habilitações não ultrapassam o ensino secundário. Frequenta a 

escola actual desde o 7.º ano e não apresenta nenhuma retenção no seu percurso escolar, 

destacando a Matemática como uma das suas disciplinas preferidas, a par da Física, da 

Química e da Educação Física.  

Para a recolha de dados foram utilizadas duas entrevistas clínicas (uma antes e 

outra depois da unidade de ensino), de modo a obter um melhor conhecimento acerca 

das estratégias dos alunos na resolução de algumas tarefas propostas. O processo de 

análise de dados foi iniciado na sequência das primeiras entrevistas, visando sobretudo 
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o planeamento das segundas entrevistas. Pela natureza do estudo, a análise de dados 

assumiu um carácter essencialmente descritivo e interpretativo, procurando relações 

entre os dados específicos constituídos pelos diferentes materiais obtidos, numa pers-

pectiva indutiva, sem a finalidade de provar hipóteses previamente formuladas.  

Considerando o objectivo deste estudo e tendo em conta alguns aspectos da revi-

são de literatura, consideramos as seguintes categorias de análise: (i) estabelecimento de 

relações entre objectos (analisando aspectos como a interpretação e compreensão dos 

problemas e o trabalho com as diferentes representações de funções, bem como a con-

versão entre elas); (ii) formulação e aplicação de estratégias de resolução de problemas 

(analisando também a verificação das soluções obtidas); e (iii) identificação de regulari-

dades, formulação, teste e justificação de conjecturas. 

Unidade de ensino. A unidade de ensino a que se refere este estudo é subordina-

da ao tema Funções (10.º ano), do programa de Matemática A (ME, 2001). Na sua pla-

nificação, para além dos objectivos e indicações metodológicas presentes no referido 

programa, foram tidas em consideração as orientações curriculares constantes na bro-

chura sobre Funções (Teixeira, Precatado, Albuquerque, Antunes & Nápoles, 1997) e 

também as recomendações das Normas do NCTM (2007). 

Assim, a planificação desta unidade inclui algumas tarefas de carácter investiga-

tivo nas subunidades do tema: generalidades sobre funções, função quadrática, função 

módulo, funções polinomiais de grau superior a dois. As tarefas propostas visam pro-

porcionar aos alunos experiências de aprendizagem significativas para o desenvolvi-

mento do raciocínio matemático, promovendo o trabalho em pequenos grupos e a dis-

cussão na turma.  

Considerando a importância da diversificação de tarefas na gestão curricular e na 

aprendizagem e visando a consolidação de conhecimentos adquiridos, a planificação 

inclui igualmente exercícios e problemas retirados do manual escolar adoptado pela 

escola. Os exercícios e problemas escolhidos são de diferentes níveis de dificuldade, 

permitindo que os alunos ponham em prática os conhecimentos que vão adquirindo e 

conduzindo a uma melhor compreensão dos conceitos. Nesta selecção também é tido 

em conta o contexto dos problemas, uma vez que em situações reais os alunos podem 

dar um significado às ferramentas matemáticas que estão a aprender. Assim, a planifica-

ção está estruturada tal como indica o anexo 1, assumindo-se que o conjunto das dife-

rentes tarefas seleccionadas poderá desempenhar um papel importante no desenvolvi-

mento do raciocínio matemático dos alunos.  
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4. Processos de raciocínio de António antes da unidade de ensino 

 

4.1. Relações entre objectos 
 
Para compreender como António estabelece relações entre objectos começamos 

por abordar o modo como interpreta e compreende problemas envolvendo funções e de 

seguida analisamos o modo como usa diversas representações, tanto no que se refere às 

estruturas matemáticas, como na relação com o contexto dos problemas. 

Interpretação e compreensão de problemas. António revela boa capacidade para 

interpretar problemas em que as funções estão representadas graficamente. É o que 

acontece na questão 1., na qual os gráficos apresentados traduzem a distância percorrida 

em função do tempo: 

 

O primeiro é ver qual é a distância a que está a escola, que é 3000m, 
pelo gráfico. [pausa para leitura da questão seguinte] A ida para a escola 
de cada um deles tem a ver com o tempo que demora. Por isso, o que 
demora mais tempo foi a pé, o que demora menos tempo foi de mota e o 
intermédio foi de bicicleta. Tem a ver com a velocidade. 

 
O aluno consegue, também, identificar as situações representadas graficamente 

como sendo de proporcionalidade directa: 

 

Professora: Achas que estas relações são de proporcionalidade directa? 
António: Sim, porque se aumenta o tempo aumenta a distância também, 
por isso é uma proporcionalidade directa. 
 
António mostra alguma dificuldade em relacionar alguns objectos matemáticos 

mais abstractos com o significado que assumem no contexto dos problemas e, em parti-

cular, dificuldades na interpretação de aspectos das funções lineares (constante de pro-

porcionalidade, propriedades da representação gráfica). Assim, na questão 2.3 em que é 

solicitada uma expressão que relacione as duas variáveis representadas numericamente, 

o aluno escreve uma relação correcta que traduz a situação em causa. No entanto, mos-

tra não compreender o que significa “escrever uma variável em função de outra”: 

 

Professora: Hum, hum. Então e uma expressão que permita obter um 
em função do outro, q em função de n. 
[O aluno pensa] 
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Professora: Como é que fizeste os cálculos para o preenchimento da 
tabela? 
António: Foi com a razão…  
Professora: E como é que calculaste a razão? 
António: Fiz um vezes o outro… Pode ser essa a expressão? 
Professora: O que é que tu achas? 
António: Eu acho que sim… Tem que ser sempre duas expressões… 
Tem que se acrescentar mais uma [escreve rapidamente e passa à ques-
tão seguinte]. 
Professora: O que é que escreveste? 
António: A razão igual a um vezes o outro… 

 

 

Na questão 4., quando vê uma função representada algebricamente, relaciona 

pela primeira vez a tarefa que está a realizar com funções, o que indicia dificuldades no 

trabalho com expressões algébricas: 

 

António: Porque não sei se me lembro. 
Professora: Mas já falaste nisto? 
António: Já. 
Professora: Então e de que é que não te lembras? 
António: É das funções, mesmo, mas acho que não é muito difícil. A 
primeira acho que sei fazer. Se o ponto de abcissa é 3, é substituir o x 
por 3 [e escreve] dá 8. O aspecto gráfico é uma linha recta, mas sem pas-
sar no centro do gráfico. 
 
Na justificação que apresenta para esta questão, António parece compreender a 

influência do valor 2 no aspecto gráfico da função: 

 

Professora: Porquê? 
António: É uma linha recta, porque… Isso é que não me lembro muito 
bem… Ah! É porque é uma proporcionalidade directa, se aumentar um 
aumenta o outro também. Se aumentar o eixo dos x também aumenta o 
y, logo é uma linha recta. Não passa no centro, porque tem mais 2, por 
isso acrescenta-se sempre mais 2 e por isso sobe [e faz o desenho no ar]. 

 
Assim, António relaciona uma relação de proporcionalidade directa com uma 

recta, mas parece pensar que qualquer recta representa uma relação deste tipo. 

Uso de representações. No trabalho com as representações gráfica, verbal e 

numérica de funções, António demonstra estar à vontade. Na resposta à questão 2.4, 

interpreta de forma correcta uma função representada verbalmente e apresenta o seguin-

te esboço de gráfico para a representação da situação: 
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No entanto, António revela alguma dificuldade em lidar e compreender o signi-

ficado de expressões algébricas. Assim, por exemplo, na questão 1.4 em que é solicitada 

uma expressão que relacione as duas variáveis representadas graficamente, mostra 

alguma hesitação e acaba por escrever uma expressão que dá a velocidade média: 

 

Professora: Então e o que é que estás a pensar? Diz-me lá. 
António: Estou a pensar pôr 300d é igual a 30d… Ou então fazer uma 
coisa que dei a Físico-Química que é a velocidade média… A distância a 
dividir pelo intervalo de tempo. 
Professora: E de onde vem a ideia de 300d? 
António: É 300 metros pelo intervalo de tempo… 

 

 
Síntese. Deste modo, antes da unidade de ensino, António já revela capacidade 

para interpretar e compreender problemas que podem ser traduzidos por funções. Rela-

ciona com facilidade as situações apresentadas com o contexto dos problemas, nomea-

damente indicando a velocidade num gráfico envolvendo distâncias percorridas e tem-

po. No entanto, não consegue identificar a velocidade como sendo a constante de uma 

relação directamente proporcional. Apresenta, ainda, alguma facilidade em relacionar os 

diferentes tipos de representação de funções. Além disso, relaciona uma relação de pro-

porcionalidade directa com uma recta, mas parece pensar que qualquer recta representa 

uma relação deste tipo. Manifesta, ainda, dificuldades no trabalho com expressões algé-

bricas. 

 

4.2. Resolução de problemas 

 

Analisamos o modo como o aluno raciocina na resolução de problemas verifi-

cando como define e aplica de estratégias de resolução de problemas com funções e 

como verifica as soluções obtidas e reflecte sobre elas. 
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Definição e aplicação de estratégias de resolução de problemas. António apre-

senta facilidade em definir uma estratégia para resolver os problemas propostos, bem 

como para realizar os cálculos necessários para a aplicação da estratégia. Na questão 

2.1, por exemplo, consegue preencher correctamente a tabela que a representa, utilizan-

do a estratégia de calcular o produto constante e dividi-lo pelos vários valores apresen-

tados na tabela que se pede para completar: 

 

  
 

Na questão 3.1., que envolve a procura de regularidades, António recorre a uma 

representação visual, sob a forma de desenho. Após a análise das figuras apresentadas, 

esboça um esquema que lhe permita contar o número de caramelos pedidos: 

 

Aqui vou tentar fazer um esboço de como seria a caixa e depois conto.  
 

 

 
Verificação das soluções obtidas. Na questão 2., anteriormente referida, António 

identifica rapidamente a situação de proporcionalidade inversa. Contudo, na sua justifi-

cação revela pouca preocupação em verificar as soluções obtidas e em reflectir sobre 

elas: 

 

É a relação da proporcionalidade inversa... É um vezes o outro, que dá a 
razão que é 36, e depois é dividir pelos factores. 

 
Síntese. Deste modo, António mostra facilidade em definir estratégias para 

resolver problemas com funções. Na primeira entrevista usa estratégias de procura de 

regularidades, através da identificação do produto constante na proporcionalidade inver-

sa e de simetrias em figuras, e não apresenta dificuldades na aplicação destas estraté-

gias, realizando com fluência os cálculos necessários. No entanto, não mostra preocupa-

ção em verificar as soluções obtidas nem em reflectir sobre elas. 
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4.3. Investigações 

 

Procuramos estudar os processos de raciocínio de António na realização de 

investigações verificando como identifica regularidades, como formula e testa conjectu-

ras e como as justifica. 

Identificação de regularidades e formulação e teste de conjecturas. Na questão 

3.1., que envolve a procura de regularidades, António procura encontrar uma lei que lhe 

permita determinar o número de caramelos existentes numa caixa, qualquer que seja o 

número de chocolates. O aluno repara que os caramelos estão distribuídos num padrão 

rectangular, utilizando o número de chocolates para determinar o número de caramelos. 

E para verificar a resposta que deu na questão 3.1., tenta generalizar a regularidade que 

encontrou formulando uma conjectura: 

 

Sim dá… Acho que está certo… Porque se diminuir 1 a cada lado pode-
se multiplicar e… [Pensa] dá, dá sempre, por exemplo aqui se fosse 2 
por 4 deve dar 8, porque se encontra no meio… 

 
Esta conjectura foi formulada a partir da exploração dos casos particulares apre-

sentados na questão 3., nos quais António verifica a existência de regularidades. Após a 

sua formulação, testa-a para mais alguns casos e, ao verificar que é válida nesses casos, 

aceita-a como verdadeira. Deste modo, mostra facilidade em identificar regularidades, 

formular e testar conjecturas. 

Justificação de conjecturas. Ao formular uma determinada conjectura, preocu-

pa-se em testá-la para alguns casos, mas não se preocupa em justificá-la. No entanto, 

ainda na questão 3.1., quando directamente questionado, consegue uma explicação acei-

tável: 

 

Professora: Como? Podias explicar melhor? 
António: Se eu diminuir 1 a cada lado, porque aqui é sempre 1 vezes 1, 
tiro um a cada um dá 1, nesta 1 vezes 3 dá 3, aqui é 2 vezes 4 e aqui é 3 
vezes 5, que dá 15 e dá sempre essa razão… Ah! Isso é a pergunta 
seguinte… 
Professora: Exactamente, é pedido um método para encontrar o número 
de caramelos quaisquer que sejam as dimensões da caixa. E tu já encon-
traste um, não é? 
António: Sim é (x-1) vezes (y-1). 
Professora: Em que o x e o y são?... 
António: O x é a largura e o y é o comprimento. 
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Deste modo, António só apresenta a sua justificação das suas conjecturas quan-

do solicitado, apresentando então alguma facilidade. 

Síntese. António explora com facilidade casos particulares, procurando encontrar 

regularidades. Além disso, define, com alguma destreza, estratégias para testar as suas 

conjecturas. Revela ser capaz de generalizar as regularidades que encontra e justificar as 

conjecturas que formula, mas não sente directamente essa necessidade, apenas o fazen-

do quando lhe é pedido explicitamente.  

 

5. Processos de raciocínio de António depois da unidade de ensino 

 

5.1. Relações entre objectos 
 

Depois da realização da unidade de ensino, procuramos verificar de que modo 

António raciocina, estabelecendo relações entre objectos matemáticos. 

Interpretação e compreensão de problemas. Na questão 1.1, na qual é dada uma 

representação algébrica de uma função quadrática e é solicitada a sua representação 

gráfica, António recorre à calculadora gráfica e interpreta de forma correcta os dados 

que obtém. Para fazer o esboço do gráfico no papel tem a preocupação de procurar pon-

tos relevantes, como é o caso dos zeros, do vértice da parábola e do ponto de intersecção 

com o eixo dos yy: 

 

Vou introduzir a expressão na calculadora e vou ver… A primeira é uma 
parábola. Um dos zeros é 1 e outro é -5. [Continua a analisar o gráfico 
obtido na calculadora] E a intersecção com os yy é -5 também. [Desenha 
o esboço de acordo com esses valores que viu na calculadora] Ainda me 
falta ver qual é o mínimo. [Recorre à calculadora e escreve].  

 
 

António revela, também, boa capacidade para interpretar problemas contextuali-

zados em que as funções estão representadas verbalmente. Na questão 2.2., apesar de já 

conhecer a expressão algébrica que representa a situação apresentada, identifica os valo-
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res que a variável independente pode tomar no contexto do problema apresentado, mos-

trando compreender o seu significado nesse contexto, ou seja, em termos geométricos: 

 

António: Em relação aos valores que o x pode tomar… [Pensa] No 
máximo pode tomar 8. 
Professora: Porquê? 
António: E não pode chegar a 8… Nem a zero, porque o rectângulo 
ficava uma linha. Por isso, o x vai pertencer a um intervalo aberto entre 
zero e oito. [Escreve] 

 
 

Uso de representações. António mostra um bom desempenho no trabalho com 

as representações algébrica e gráfica de funções, bem como na conversão da representa-

ção algébrica para a gráfica. Na questão referida no exemplo anterior, apesar de recorrer 

à calculadora gráfica para obter o gráfico da função, revela compreender o significado 

dos valores que constituem a expressão algébrica e, revela, também, interpreta adequa-

damente os dados que obtém. Esta situação é evidenciada na questão 1.2, na qual rela-

ciona os dados que obteve anteriormente com a expressão algébrica dada, interpretando 

de forma correcta o significado dos zeros da função dada e estabelecendo a sua relação 

com a expressão algébrica: 

 

Agora, sobre o significado, o 1 e o -5 são os zeros da parábola, mas o 
sinal é sempre ao contrário, quando aqui está -1, o zero é 1 e quando 
aqui está + 5 o zero é -5. (…) 

 
 

Síntese. António revela aptidão para trabalhar com várias formas de representa-

ção de função, nomeadamente algébrica, gráfica e verbal. Relaciona com alguma des-

treza as várias formas de representação, convertendo-as e compreendendo o significado 

dos valores que constituem a expressão com os pontos relevantes do gráfico. Apresenta, 

também, facilidade em interpretar e compreender problemas que envolvem funções, 

estabelecendo relação com o significado que tomam no seu contexto. Revela uma boa 
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compressão dos conceitos inerentes ao estudo das funções e da sua ligação com as 

representações algébrica e gráfica. 

 

5.2. Resolução de problemas 

 

Analisamos agora como, depois da realização da unidade de ensino, António 

define e aplica estratégias de resolução de problemas e verifica os resultados obtidos. 

Definição e aplicação de estratégias de resolução de problemas. António define 

com facilidade estratégias para resolver os problemas propostos. Na questão 1.5, em que 

é solicitada a expressão algébrica de várias representações gráficas de funções quadráti-

cas, recorre à família de funções quadráticas. Identifica o valor do vértice da parábola e 

utiliza a expressão a (x - h)2 + k, mostrando destreza na conversão da representação 

gráfica para a algébrica. Identifica graficamente os valores do vértice que identifica com 

os respectivos parâmetros na expressão algébrica. Para o parâmetro a opta por realizar 

várias tentativas na calculadora gráfica, atribuindo-lhe valores e verificando se o gráfico 

obtido coincide com o dado: 

 

Vou utilizar a fórmula a (x - h)2 + k. Vejo qual é o vértice e depois logo 
vou ver qual é o a. [Faz experiências na calculadora, escreve uma 
expressão e continua a utilizar a calculadora]. Agora vou experimentar 
com o a igual a 1 e depois vejo se é preciso alterar. [Experimenta na cal-
culadora] Dá… 

 
Na questão 2.1. que solicita uma expressão algébrica relativa à área de uma figu-

ra geométrica, António recorre ao modelo da proporcionalidade, utilizando a semelhan-

ça de triângulos. Identifica triângulos semelhantes na figura e, embora numa primeira 

fase mostre alguma hesitação, acaba por encontrar uma relação correcta da proporção 

entre os lados correspondentes dos triângulos semelhantes: 

 

Estou a pensar na razão de semelhança entre os triângulos… [Continua a 
pensar] Estou a ficar com duas variáveis… [Pensa e escreve]  
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Ao escrever a relação que encontrou, verifica que nenhuma das duas variáveis 

que está a utilizar corresponde à área do rectângulo. Estabelece, de imediato, uma rela-

ção entre a área do rectângulo e as variáveis que tem, que correspondem à largura e ao 

comprimento do rectângulo dado: 

 

Um dos lados do triângulo maior a dividir pelo outro vai ser semelhante 
ao x, que é um dos lados do triângulo menor, a dividir pelo 5 - y, que é a 
outra variável que eu pus. Neste caso o x é um dos lados do rectângulo e 
o y é o outro lado. [Pensa] Só que agora não sei se consigo chegar a esta 
expressão… Vou tentar… Eu aqui tenho duas variáveis, mas nenhuma é 
a área, por isso tenho que fazer aqui um à parte em que x vezes y á igual 
à área. Então y é igual a A(x) a dividir por x… [Pensa] E posso tentar 
substituir o y por isto… Só que não sei se [pensa] eu vou substituir… 
[Escreve]. Vou simplificar a expressão. [Escreve e a determinada altura 
pára e olha para a expressão] (…) 

 
 

Deste modo, António consegue encontrar uma expressão que representa a área 

pedida, mas, como não coincide com a expressão que lhe é fornecida, utiliza uma estra-

tégia de transformação simultânea de expressões, simplificando a expressão inicial e 

verificando que é igual àquela a que chegou: 

 
António: (…) Agora não sei se é melhor simplificar esta expressão ou 
se é melhor deixar assim… Posso simplificar esta? [Aponta para a ini-
cial]. 
Professora: Podes fazer como quiseres… 
António: Então… [Pensa]. Aqui tenho um caso notável, há valores mui-
to semelhantes… [Pensa] Se calhar vou simplificar a primeira e ver se 
dá esta. [Escreve] Já cheguei à mesma expressão. 
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Os cálculos que realiza na resolução desta questão revelam destreza na manipu-

lação de expressões algébricas.  

Na questão 2.3, na qual é pedido o valor do rectângulo de área máxima, António 

utiliza uma estratégia de resolução gráfica. Converte a representação algébrica da fun-

ção que define a área do rectângulo numa representação gráfica, utilizando a calculado-

ra gráfica: 

 

Para saber qual o rectângulo de área máxima, vou pôr a expressão na 
calculadora e ver, dentro dos valores possíveis que o x pode tomar, qual 
é o que dá a maior área. [Utiliza a calculadora] 
 

Ao analisar o gráfico obtido na calculadora gráfica, o aluno verifica que o 

máximo da função coincide com o valor pedido. Perante esta situação mostra reflexão 

na sua resposta e tenta encontrar uma justificação para que isso aconteça, analisando 

que os extremos do intervalo que correspondem aos valores possíveis da variável em 

causa coincidem com os zeros da função: 

 
Neste caso é mesmo o máximo da função que corresponde à área máxi-
ma, porque pertence ao intervalo… [Pensa] Faz sentido, porque este 
intervalo coincide com os zeros da função… A maior área é 10m2. E 
essa área é quando x é igual a 4 e agora o y há-de ser 10 a dividir por 4. 
[Escreve e pensa] 

  
 

Na questão 2.4. é pedido o intervalo de valores para os quais a área é superior a 

8. O aluno define com facilidade a estratégia de resolução gráfica de inequações. 

Recorre à calculadora gráfica, introduzindo a função y = 8 em simultâneo com a função 

que já lá tinha, que definia a área dos rectângulos. Determina, então, graficamente os 

pontos de intersecção das duas funções: 
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Vou pôr na calculadora uma função com 8, para fazer uma linha, e a par-
tir dessa linha para cima tem área superior a 8 metros e depois vou ver 
os pontos de intersecção. (…) 

  

Na questão 3. são apresentadas várias representações gráficas e é solicitada uma 

expressão que as defina algebricamente. Na sua resolução António, recorre à estratégia 

de usar a família de funções polinomiais, utilizando o teorema fundamental da Álgebra. 

Nas três primeiras representações é possível identificar graficamente o valor exacto dos 

zeros das funções. O aluno identifica-os e aplica com facilidade a estratégia definida: 

 

Vou ver os zeros e usar o teorema fundamental. O primeiro zero é -3, 
por isso vou por (x + 3), o segundo zero é duplo e é o zero, por isso vou 
por x ao quadrado e o outro é 3, por isso (x – 3)… Vou experimentar 
assim, com o a igual a 1 [Introduz na calculadora e confirma] Dá mesmo 
igual. [Escreve]  

 
 

Verificação das soluções obtidas. Ao encontrar uma expressão cuja representa-

ção gráfica lhe parece coincidir com a dada, mostra preocupação em verificar que os 

pontos relevantes são, de facto, os mesmos: 

 
Professora: O que é que verificaste? 
António: Estive a verificar os zeros, o mínimo e a intersecção com os yy. 
 
Na questão 1.5, em que o aluno segue a mesma estratégia (recurso à família de 

funções quadráticas) para todas as funções representadas, à medida que vai utilizando a 

calculadora gráfica, revela preocupação em justificar as suas opções: 

 

Agora neste vou fazer o mesmo processo. Primeiro vou ver o vértice da 
parábola. [Utiliza a calculadora]. A concavidade está voltada para baixo 
e o a é negativo. Vou experimentar -1… [Experimenta na calculadora] 
Dá. Os zeros são -1 e 3, também confirmam… Agora nesta não há k, 
porque é zero, por isso era mais zero… [Experimenta na calculadora] O 
a também é 1. É só x + 1 ao quadrado. O zero é duplo e é -1 e a intersec-
ção com os yy é 1. 
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Em todas as questões o aluno mostra reflectir sobre a sua resposta, tentando jus-

tificá-la e revelando preocupação em verificar a solução obtida: 

 

Professora: O que é que está a pensar? 
António: Estava a confirmar se estava certo… Sim está. 
Professora: Como é que confirmaste? 
António: Multipliquei um pelo outro e dava dez. (…) 
 
Síntese. Depois da unidade de ensino, António revela ser capaz de definir com 

facilidade estratégias para resolver problemas com funções utilizando estratégias como: 

(i) recurso a famílias de funções quadráticas, interpretando os vários aspectos das res-

pectivas expressões algébricas; (ii) uso do modelo da proporcionalidade, para identificar 

relações em figuras geométricas; (iii) manipulação algébrica, com transformação simul-

tânea de expressões; (iv) representação e resolução gráfica de funções e inequações 

dadas algebricamente; e (v) por tentativas, fazendo variar elementos de representações 

algébricas. O aluno apresenta, também, facilidade em aplicar a estratégia que define, 

revelando um bom desempenho nos cálculos necessários, no trabalho com as expressões 

algébricas e na utilização da calculadora gráfica. Mostra, ainda, alguma preocupação em 

justificar a estratégia definida e em reflectir nas respostas que vai encontrando. 

 

5.3. Investigações 

 

Por fim, analisamos o modo como, após a realização da unidade de ensino, 

António identifica regularidades, formula e testa conjecturas, bem como as justifica. 
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Identificação de regularidades e formulação e teste de conjecturas. Na situação 

descrita na questão 1.2., ao analisar o significado dos valores 1 e -5, António formula 

uma conjectura: 

 

E não sei se o 5 também não tem a ver com a intersecção com os yy… 
Vou ter que experimentar noutras funções para ver se dá… [Utiliza a 
calculadora]. 

 
Além disso, mostra preocupação em testar a sua conjectura, realizando experiên-

cias para mais casos particulares: 

 

Professora: O que é o que estás a experimentar? 
António: Estou a ver com x + 4… E dá. O valor do primeiro factor, nes-
te caso x – 1, dá um zero que é 1 e o outro, x + 4, dá outro zero que é - 4 
e é também o valor da intersecção com os yy. 
Professora: E se os zeros fossem outros, será que se mantinha essa 
situação? 
António: Talvez não… [Experimenta na calculadora] Já não se manti-
nha, por exemplo se aqui [apontando para x -1] fosse 2 duplicava, dava -
10. [Continua a experimentar] Mas, se fosse aqui x – 1 dava sempre a 
intersecção com os yy. [Escreve] 

 
Verificação de conjecturas. Ao tentar encontrar uma justificação para a regula-

ridade encontrada no exemplo anterior, António formula uma generalização quando 

verifica que o valor da intersecção do gráfico das funções com o eixo dos yy é igual a 

um dos zeros, porque o outro zero é 1. Quando começa a mudar esse valor verifica que 

a intersecção com o eixo dos yy é igual ao produto dos zeros da função, estabelecendo 

assim uma generalização da sua conjectura inicial: 

 

Professora: Então qual seria, em qualquer função, a intersecção com os 
yy? 
António: Ia ser um vezes o outro… Era o produtos dos zeros. [Escreve] 

 
 

A conjectura formulada nesta questão tem uma importância significativa em 

termos matemáticos, revelando, além disso, o desenvolvimento da sua aptidão para rela-

cionar as representações algébrica e gráfica de funções.  

Na questão 1.3., uma pequena investigação sobre a influência do parâmetro a no 

gráfico das funções da família y = (x – a) (x + 1), António explora alguns casos particu-
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lares, atribuindo valores ao parâmetro a. Na sua investigação, o aluno identifica regula-

ridades relacionadas com os valores dos zeros e com o ponto de intersecção com o eixo 

dos yy. E, em cada caso que testa, mostra preocupação em confirmar a conjectura ante-

riormente formulada:  

 

Aqui para investigar os gráficos das funções vou experimentar substituir 
o a por 2… [Faz experiências na calculadora] Agora vou por 3. Portanto 
o a continua a ser um dos zeros. Quando o a é 2, os zeros são -1 e -2. 
Quando o a é 3, os zeros são o -1 e o -3. Ou seja, o a tem a ver com os 
zeros e acho que tem a ver com a intersecção com os yy. Deixe ver… 
[Experimenta] Sim, dá. A intersecção com os yy é outra vez o produto 
dos zeros. É a vezes -1. [Escreve] 
 
O aluno identifica claramente quais os valores que poderiam alterar o compor-

tamento gráfico da família de funções dada, aproveitando todos os testes que realiza 

para confirmar e justificar a conclusão a que chegou anteriormente.  

 

Professora: Quais os valores que experimentastes? 
António: Dei valores positivos e negativos… [Pensa] Mas também pode 
tomar o valor 1 ou zero. Se for zero, um dos zeros é zero e o outro é -1. 
E a intersecção com os yy fica zero, porque zero vezes -1 dá zero [Con-
firma na calculadora]. 
Professora: E se o a for 1? 
António: Aí há um zero duplo e confirma-se a intersecção com os yy, 
que é 1. 

 
 

Mais uma vez, as conjecturas que António formula são significativas. Uma vez 

que o aluno já conhecia a identificação dos zeros das investigações realizadas na aula, 

neste caso, o aspecto mais interessante do seu raciocínio, está na identificação da inter-

secção do gráfico com o eixo dos yy como sendo o produto dos zeros da função. 

Na questão 2.4., quando procura na calculadora gráfica o primeiro ponto de 

intersecção entre as funções dadas, António formula uma conjectura sobre o segundo 

ponto de intersecção. Fundamenta a sua conjectura com base em regularidades que 
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encontrou na resolução de problemas durante as aulas e procura uma justificação plau-

sível: 

 

Para que a área não seja inferior pode ter esse valor 2,21 (aproximado) e 
o outro acho que é 5,79. [Verifica na calculadora, encontrando o segun-
do ponto de intersecção entre as duas funções] É. Porque é a soma. Não 
sei porquê, mas já de outra vez me apercebi disso… Talvez pela simetria 
da parábola… 

  
 

A conjectura de António revela uma analogia com situações com que se deparou 

durante as aulas e é indicadora da sua capacidade para identificar regularidades. No 

entanto, na justificação que apresenta poderia ir um pouco mais longe. 

No 3.º gráfico da questão 3, formula uma conjectura sobre o valor do parâmetro a: 

 
Agora acho que vejo já aqui que o a tem que ser negativo, porque a fun-
ção vem de baixo, está ao contrário das outras. Os zeros são -3, -2, 1,2 e 
3 e vou experimentar pôr o a com o valor -1.  
 
Ao realizar esta experiência, refuta de imediato a conjectura formulada. Nessa 

altura revela alguma reflexão e preocupação em justificar quer a razão da sua conjectu-

ra, quer a razão da sua refutação: 

 
António: [Experimenta] Afinal aquilo que eu disse do menos não se 
verifica, porque é ao contrário. Talvez seja por ser uma função do 5.º 
grau. Se calhar o que disse não se aplica nestas funções, por ser de grau 
ímpar… [Pensa] 
Professora: Porque é que tinhas dito isso? 
António: Porque nas outras dava sempre positivo e como esta estava ao 
contrário. Mas vendo bem, estas são de grau par e esta é de grau ímpar, 
por isso é diferente… Já experimentei e o a é 1. [Escreve] 

 
 

A questão que levanta é significativa, pois o aluno estabelece uma comparação 

com as duas primeiras funções, nas quais o valor de a é positivo. Mas mais significativa 

é a forma como justifica a refutação da sua conjectura, relacionando a paridade da fun-

ção apresentada com os limites do gráfico no infinito. 
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Síntese. António revela facilidade em observar regularidades em casos particula-

res. Mostra também facilidade em generalizar as regularidades que encontra e em for-

mular conjecturas. De forma análoga, apresenta facilidade em testar as conjecturas for-

muladas e, com base nesses testes, validá-las ou refutá-las. Em qualquer caso tenta sem-

pre apresentar uma justificação que lhe pareça aceitável.  

 

6. Conclusão 

 

De seguida, sintetizamos os processos de raciocínio utilizados por António antes 

e depois da unidade de ensino e analisamos a possível relação entre os processos de 

raciocínio que utiliza no final com as experiências de aprendizagem proporcionadas 

pela unidade. 

No que se refere às relações entre objectos, antes da unidade de ensino, António 

revela capacidade para interpretar e compreender problemas que podem ser traduzidos 

por funções, relacionando-os com o respectivo contexto. No que se refere ao trabalho 

com as diferentes representações de funções, o aluno também apresenta alguma facili-

dade. Interpreta de forma adequada a informação dada por funções representadas de 

forma gráfica e verbal e faz a conversão da forma verbal para a numérica e para a gráfi-

ca. Revela, no entanto, dificuldades, na conversão da representação gráfica para a algé-

brica, indiciando dificuldades no trabalho com expressões algébricas, bem como no seu 

significado. Estas dificuldades na manipulação algébrica e na sua ligação com outras 

representações vão ao encontro do que refere Kaput (1989) sobre as dificuldades dos 

alunos na aprendizagem da Álgebra. Nesta fase do estudo, o aluno apresenta dificulda-

des na ligação da representação algébrica com outras formas de representar funções, 

parecendo que esta forma de representação se encontra compartimentada (na terminolo-

gia de Duval, 2002), à semelhança do que aconteceu no estudo de Elia et al. (2006). 

Durante a leccionação da unidade de ensino, António continua a revelar aptidão 

para interpretar e compreender problemas com funções, estabelecendo a sua relação 

com os respectivos contextos. Relativamente ao trabalho com as diferentes representa-

ções de funções, bem como com a conversão entre elas, revela um bom desempenho. As 

dificuldades que manifesta inicialmente com a representação algébrica de funções 

vão-se dissipando ao longo a unidade. Aliás, supera essas dificuldades nas primeiras 

aulas, quando compreende o significado das expressões algébricas (quer em termos grá-
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ficos, quer do contexto dos problemas). O aluno revela também compreender as situa-

ções em que cada forma de representação é mais vantajosa.  

Depois da unidade de ensino, António revela aptidão para interpretar e com-

preender os problemas, estabelecendo relação com o significado que tomam no seu con-

texto. Revela, ainda, capacidade para trabalhar com várias formas de representação de 

funções, destacando-se a destreza com que trabalha com as diversas formas de represen-

tar funções, convertendo-as e compreendendo o significado dos valores que constituem 

as expressões algébricas e a sua relação com os pontos relevantes do gráfico.  

Assim, no que se refere às relações entre objectos, no trabalho com as diferentes 

representações de funções, António parece ter beneficiado com as tarefas realizadas 

durante a unidade de ensino. O trabalho simultâneo das diferentes representações duran-

te a discussão das tarefas, parece ter contribuído para a compreensão de todas elas, bem 

como para a conversão entre si, permitindo deste modo uma melhor compreensão dos 

problemas com funções, como é apontado por Duval (2002).  

Vejamos, de seguida o raciocínio na resolução de problemas. Antes da unidade 

de ensino, António revela já facilidade em definir estratégias para resolver problemas 

com funções. As estratégias que usa são comuns e baseiam-se na procura de regularida-

des, identificando o produto constante na proporcionalidade inversa e simetrias em figu-

ras. Na aplicação das estratégias definidas, António não apresenta dificuldades. Contu-

do, não mostra preocupação em verificar as soluções obtidas na resolução dos proble-

mas, reflectir sobre elas ou apresentar uma justificação.  

Durante a unidade de ensino, o aluno continua a revelar facilidade em definir 

estratégias de resolução de problemas com funções e começa a manifestar preocupação 

em justificar a estratégia utilizada e reflectir sobre as soluções obtidas nos problemas. 

Revela um bom desempenho na aplicação de estratégias, sejam elas de resolução numé-

rica, gráfica ou algébrica. António recorre com mais frequência a estratégias de resolu-

ção algébricas, no entanto, quando necessário, utiliza estratégias de resolução gráfica. 

Não revela qualquer dificuldade na utilização da calculadora gráfica, mas manifesta 

preferência por estratégias de resolução algébrica.  

Após a unidade, António revela ser capaz de definir e aplicar estratégias de reso-

lução de problemas com funções. As estratégias que usa são: (i) recurso a famílias de 

funções; (ii) resolução gráfica; (iii) por tentativas; (iv) recurso ao modelo da proporcio-

nalidade, para identificar relações em figuras geométricas; e (v) manipulação algébrica, 

com transformação simultânea de expressões. O aluno revela destreza nos cálculos 
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necessários para a aplicação da estratégia definida, no trabalho com as expressões algé-

bricas e na utilização da calculadora gráfica e revela preocupação em justificar a estra-

tégia definida e em reflectir no sentido das suas respostas. 

A unidade de ensino parece ter contribuído para as mudanças que se verifica-

ram. Na verdade, as discussões e reflexões finais de cada tarefa tinham também o intui-

to de alargar o tipo de estratégias dos alunos, fazendo com que reflectissem não só no 

modo como resolveram o problema, mas também nas estratégias utilizadas pelos cole-

gas. Neste aspecto, parece que António alarga o tipo de estratégias a utilizar, benefi-

ciando com a resolução de problemas contextualizados através dos quais atribuiu signi-

ficado aos entes matemáticos que constituem as expressões algébricas. A elaboração de 

relatórios relativos à exploração das tarefas, bem como as apresentações orais e discus-

sões em turma parecem ter contribuído para a sua preocupação em reflectir nas respos-

tas obtidas na resolução de um problema, bem como na justificação da estratégia utili-

zada para essa resolução.  

Finalmente, no que respeita ao raciocínio na realização de tarefas de investiga-

ção, antes da unidade de ensino, António revela já capacidade para formular conjectu-

ras, testá-las e formalizá-las. Apresenta facilidade em explorar alguns casos particulares, 

organizando-os e procurando encontrar regularidades, aspectos do raciocínio indutivo 

sublinhados por Pólya (1954) como de grande importância para a aprendizagem da 

Matemática.  

Durante a unidade, o aluno mostra capacidade para explorar casos particulares e 

observar regularidades. O teste e a justificação de conjecturas é também uma preocupa-

ção constante. O aluno revela, também, facilidade em formular, testar e confirmar ou 

refutar conjecturas, para além de uma tendência para as formalizar algebricamente, jus-

tificando sempre o seu raciocínio.  

Após a unidade de ensino, António continua a identificar facilmente regularida-

des nos casos que lhe são apresentados e a formular conjecturas. De igual forma, apre-

senta facilidade em testar, validar ou refutar as conjecturas formuladas, justificando 

sempre o seu raciocínio. Para além desta facilidade, tenta sempre procurar outros aspec-

tos nos casos que explora, no sentido de realizar novas descobertas. 

Também neste caso a unidade de ensino parece ter contribuído para a evolução 

de António. Na verdade, as tarefas de exploração de famílias de funções, com recurso à 

calculadora gráfica parecem ter contribuído para o desenvolvimento das capacidades de 

explorar casos particulares, procurar regularidades, formular conjecturas, testá-las, 
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generalizá-las e confirmá-las ou refutá-las. A calculadora gráfica facilitou a pesquisa, 

incentivando o aluno nessa tarefa, sendo a justificação das conjecturas formuladas o 

aspecto em que se observam melhorias mais consideráveis.  

Deste modo, em termos gerais, a resolução de problemas contextualizados pare-

ce ter contribuído para uma melhor compreensão do processo de resolução destes pro-

blemas e para a atribuição de significado aos entes matemáticos que surgem nas expres-

sões algébricas. Assim, os problemas contextualizados parecem ter contribuído para 

uma aprendizagem, com significado, das funções. 

O trabalho com as diversas representações durante a discussão das tarefas parece 

ter ajudado à compreensão de todas delas, bem como para o desenvolvimento da capa-

cidade de fazer conversões entre elas, conduzido a uma melhor compreensão dos pro-

blemas com funções. Além disso, a calculadora gráfica permitiu a confrontação cons-

tante das várias formas de representar funções, o que parece ter contribuído para uma 

melhor compreensão das funções e das suas propriedades. 

As discussões e reflexões no final de cada tarefa enriqueceram as estratégias de 

António, permitindo-lhe reflectir não só no modo como resolveu o problema, mas tam-

bém conhecer as estratégias utilizadas pelos colegas. Estas reflexões parecem, portanto, 

ter contribuído para a clarificação do pensamento intuitivo e para a sua formalização e 

abstracção. A elaboração de relatórios relativos às tarefas, bem como as apresentações 

orais e discussões parecem ter contribuído para que passasse a reflectir nas suas respos-

tas aos problemas, bem como na justificação das suas estratégias. Contribuíram, assim, 

para o desenvolvimento das capacidades de comunicar matematicamente e de raciocinar 

justificando os processos usados. 

Este estudo sugere, assim, que a realização de tarefas diversificadas de investi-

gação e problemas, contextualizadas e não contextualizadas, usando a calculadora gráfi-

ca, acompanhadas de oportunidades de discussão e reflexão colectiva podem contribuir 

de modo muito significativo para o desenvolvimento do raciocínio matemático dos alu-

nos no estudo das funções no ensino secundário.  
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Anexo 1 – Planificação da unidade 

 

1.º Período (17 aulas de 90 minutos previstas para o tema): 

Desenvolvimento do 
tema 

Tarefas previstas 
Nº de 
aulas 
de 90’ 

Generalidades sobre 
funções: 
 
 Função, gráfico (gráfico 

cartesiano de uma fun-
ção em referencial orto-
gonal) e representação 
gráfica. 

 Tarefa 1 – Um velho problema de optimização, de Euclides 
(concretização e discussão) 

1 

  Problemas do manual sobre interpretação de gráficos, que des-
crevem situações da vida real. 

1 

 Tarefa de exploração e imitação de gráficos, utilizando senso-
res. 

1 

 Exercícios e problemas do manual sobre o conceito de função. 1 

 Problema do manual: uma situação real que visa a exploração 
das potencialidades da calculadora gráfica. 

1 

 Tarefa 2 - O volume das caixas (concretização e discussão) 1 

 Exercícios e problemas do manual sobre as propriedades das 
funções e dos seus gráficos. 

1 

 Exercícios e problemas do manual sobre a função afim. 1 

Função quadrática: 
 
 Estudo intuitivo de pro-

priedades das funções 
quadráticas e dos seus 
gráficos, tanto a partir 
de um gráfico particular 
como usando calculado-
ra gráfica, recorrendo à 
análise dos efeitos das 
mudanças de parâmetros 
nos gráficos e às trans-
formações simples de 
funções. 

 Tarefa 3 - Investigando famílias de funções quadráticas 
(concretização e discussão) 

2 

  Exercícios e problemas do manual adoptado sobre a função 
quadrática. 

1 

Tarefa 4 - À volta com investigações de funções quadráticas 
(concretização e discussão) 

1 

 Problemas do manual sobre funções quadráticas. 1 

 Tarefa de modelação de uma função quadrática, utilizando sen-
sores. 

1 

 Tarefa 5 – O triângulo de maior área 
(concretização e discussão) 

2 

  Teste de avaliação 1 
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2.º Período (19 aulas de 90 minutos previstas para o tema): 

Desenvolvimento do 
tema 

Tarefas propostas 
Nº de 
aulas 
de 90’ 

Função módulo: 
 
 Estudo intuitivo de 

propriedades da função 
módulo e dos seus grá-
ficos, tanto a partir de 
um gráfico particular 
como usando calcula-
dora gráfica, recorren-
do à análise dos efeitos 
das mudanças de parâ-
metros nos gráficos e às 
transformações simples 
de funções. 

 Tarefa 6 – Investigando transformações de funções 
(concretização e discussão) 

2 

 Exercícios e problemas do manual sobre funções definidas por 
ramos, incluindo a função módulo. 

2 

 Exercícios e problemas do manual sobre transformações sim-
ples de funções. 

2 

Funções polinomiais de 
grau superior a dois: 
 
 Resolução de proble-

mas envolvendo fun-
ções polinomiais (com 
particular incidência 
nos graus 2, 3 e 4). 

 
 Decomposição de um 

polinómio em factores 
em casos simples, por 
divisão dos polinómios 
e recorrendo à regra de 
Ruffini. Justificação 
desta regra. 

 Tarefa 7 – Investigando funções cúbicas (concretização e 
discussão) 

2 

 Exercícios e problemas do manual sobre operações com poli-
nómios. 

2 

  Tarefa 8 - Explorando gráficos de uma função (concretiza-
ção e discussão) 

2 

 Exercícios e problemas do manual sobre funções polinomiais. 1 

Tarefa 9 – Investigando mais funções polinomiais (concretiza-
ção e discussão) 

2 

 Exercícios e problemas do manual envolvendo funções. 2 

Tarefa 10 – Triângulos em quadrados (concretização e discus-
são) 

1 

  Teste de avaliação 1 

 

 

Anexo 2 - Tarefa da 1.ª entrevista 

 

1. O André, o Jorge e o Miguel moram no mesmo prédio e andam na mesma escola. De 
casa para a escola seguem o mesmo caminho, mas o André vai de mota, o Jorge vai a 
pé e o Miguel vai de bicicleta. 
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 1.1. Que distância percorrem até chegar à escola? 

 1.2. Qual dos gráficos representa a ida de cada um deles para a escola? 

 1.3. Quanto tempo demora o Miguel a chegar à escola? 

 1.4. Designando por d a distância percorrida e por t o tempo gasto, indica, no caso 

do André, uma expressão que relacione as duas variáveis. 

 1.5. Estas relações correspondem a uma proporcionalidade directa? Porquê? 

 

Adaptado de “Exercícios, problemas e actividades, Matemática 8, Edições Contraponto” 
 
 

2. No dia de anos do Raul, os seus amigos compraram uma prenda, sem saber ainda 
qual o número dos que queriam participar. A tabela seguinte relaciona esse número 
(n) com a quantia que cabe a cada um (q).  
 

n  2 3 5  12 

q  18 €   3,60 €  

 

 2.1. Completa a tabela. 

 2.2. Existe algum tipo de proporcionalidade entre n e q? 

 2.3. Escreve uma expressão que permita obter q em função de n. 

 2.4. Como prevês que seja o aspecto gráfico da relação entre n e q? 

 

Adaptado de “Matemática 9, A folha cultural” 

 
 

3. Um Sortido de Bombons encontra-se distribuído do seguinte modo: um caramelo 
situa-se sempre no centro de quatro chocolates, como mostra a figura abaixo. 
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As dimensões da caixa fornecem o número de colunas e filas de chocolates existen-
tes.  

 

       22        42             53  

 

 3.1. Quantos caramelos existirão numa caixa de dimensões 64 ? 

 3.2. Descobre um método para determinar o número de caramelos existentes em 

qualquer caixa, desde que sejam conhecidas as suas dimensões. 

 

Adaptado de “Princípios e normas para a Matemática escolar, NCTM” 

 
 
4. Considera a família de funções definidas por aaxxf )( , com a IR. 

 4.1. Indica as coordenadas do ponto de abcissa 3 pertencente ao gráfico da função 

22)(  xxf . 

 4.2. Como prevês o aspecto gráfico desta função? 

 4.3. Quando 0x , qual o ponto pelo qual passam os gráficos das funções definidas 

por aaxxf )( ? 

 4.4. Os gráficos das funções definidas por aaxxf )(  passam todos por um 

mesmo ponto. Quais as coordenadas desse ponto? 

 

 

Anexo 3 - Tarefa da 2.ª entrevista 
 

1. Nesta questão é proposta uma exploração de funções quadráticas. 

1.1. Representa graficamente a função y = (x - 1) (x + 5).  

1.2. Qual o significado de 1 e - 5 relativamente ao gráfico? 

1.3. Investiga os gráficos das funções da família y = (x + a)(x + 1).  

1.4. Qual o significado de a relativamente ao gráfico? 

1.5. Define, através das suas expressões analíticas, funções que correspondam aos 
seguintes gráficos: 
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Adaptado de “Funções 10.º ano, DES” 

 
 

2. O Tiago possui um barco à vela. A vela que o equipa tem a forma de um triângulo 
rectângulo cujos catetos medem 8m e 5m. Para que esta vela se veja ao longe, ele deci-
diu colocar-lhe no interior um rectângulo vermelho. Fez diferentes estudos e o seguinte 
esquema: 
 

8 m

5 m

x

 

2.1. Mostra que a área de qualquer dos rectângulos é dada por  24
8

5
10)(  xxA . 

2.2.Que valores pode tomar x?  

2.3.Quais são as dimensões do rectângulo de área máxima?  

2.4.Que valor deve ter x para que a área do rectângulo não seja inferior a 8 metros 

quadrados? 

 
Adaptado de “Infinito 10A, Areal Editores” 

 
 
3. As seguintes representações gráficas correspondem a funções polinomiais de grau 

inferior a 6 cujos coeficientes são todos números inteiros. Indica uma expressão ana-
lítica de uma função que possa corresponder a cada um deles. Explica, em cada 
caso, o teu raciocínio, regista cada tentativa que fizeres e, no caso do gráfico encon-
trado não coincidir com o gráfico dado, procura encontrar uma explicação. 

 

      

 

Adaptado de “Funções 10.º ano, DES” 


